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Abstrak 
Gerak osilasi pada pendulum merupakan salah satu kajian dasar dari fisika. Pada beberapa kasus dari 
fenomena alam dapat dianalisa dengan pendekatan gerak osilasi pendulum. Berkurangnya massa dari 
pendulum elastik merupakan salah satu jenis kasus yang cukup menarik, dikarenakan pada kasus semacam 
ini penyederhanaan bentuk gaya F = ma tidak dapat digunakan dan dibutuhkan beberapa penyesuaian 
dalam penulisan bentuk persamaan. Penelitian yang dilakukan kali ini merupakan penelitian lanjutan dari 
Rodigues tentang analisis gerak osilasi massa berkurang, dengan menambahkan variasi sudut dan efek 
redaman. Pembentukan persamaan gerak dari sistem pendulum elastik teredam massa berkurang 
dibentuk oleh persamaan Lagrangian sistem yang ditentukan dari energi kinetik dan energi potensial 
sistem serta disipasi gaya pada sistem. Penyelesaian yang didapat dari Lagrangian diselesaikan secara 
numerik dengan metode Runge-Kutta orde 4. Dari hasil yang diproleh didapatkan kesimpulan bahwa 
Amplitudo osilasi berkurang seiring dengan berjalannya waktu, Bentuk pola gerak dari sistem dibentuk 
oleh superposisi keadaan osilasi sudut 𝜃 dan keadaan osilasi perubahan 𝑟, yang dimana perubahan 𝑟 pada 
sistem dengan variasi 𝑟 = 0.2 m, 𝑟 = 0.3 m, 𝑑𝑎𝑛 𝑟 = 0.4 m memberikan respon yang lebih sensitif pada 
pembentukan pola gerak sistem. 
 
Kata Kunci : Pendulum Elastik, Lagrangian, Disipasi gaya, Runge-Kutta Orde 4 
 
1. Latar Belakang 
Osilasi atau gerak bolak-balik merupakan 
salah satu jenis gerak yang sering dijumpai dalam 
kehidupan sehari-hari. Beberapa contoh dari 
osilasi ini adalah bergetarnya tongkat bisbol 
setelah menumbuk bola, gerak ayunan ditaman, 
hingga gerak osilasi dari arus AC (Alternating 
Current) [1]. Pada umumnya osilasi yang terjadi 
pada kehidupan sehari-hari tidaklah berbahaya 
bagi kehidupan, namun ada beberapa jenis 
osilasi khusus yang dapat merugikan. Dua contoh 
kasus osilasi yang merugikan adalah bergetarnya 
bagunan akibat gempa, serta getaran sayap 
pesawat akibat turbulensi. Kedua kasus ini 
memerlukan analisis yang cukup mendalam pada 
mekanisme osilasinya, analisis ini digunakan 
untuk mengurangi dampak dan resiko yang 
muncul. Namun sebelum menganalisa pada 
tahapan yang lebih lanjut, pintu gerbang dari 
analisis gerak bolak balik adalah analisis dasar 
tentang gerak harmonik sederhana dalam kasus 
yang ideal. 
Sebuah massa yang terkait dengan pegas dan 
pendulum dengan simpangan kecil yang 
berosilasi pada titik setimbang merupakan dua 
contoh sistem gerak harmonik sederhana. Pada 
fisika dasar analisis yang dilakukan kepada dua 
sistem ini sering mengabaikan efek redaman 
serta massa yang ditinjau merupakan massa yang 
konstan sehingga bentuk persamaan gerak 
menjadi sederhana 𝐹 = 𝑚𝑎 = −𝑘𝑥. Dari sistem 
yang disederhanakan ini timbul beberapa 
pertanyaan yang pertama apa yang mungkin 
terjadi bila massa yang dikaitkan pada sistem 
tidaklah konstan, bagaimana bentuk pola gerak 
sistem ini, apa yang mungkin terjadi pada 
simpangan terjauh sistem dan apakah bentuk 
sederhana 𝐹 = 𝑚𝑎 dapat digunakan? Pertanyaan 
kedua apa yang mungkin terjadi dengan sistem 
bila kedua sistem (massa terkait pegas dan 
pendulum) disatukan pada sebuah analisi pegas 
elastik dengan sudut simpangan cukup besar. 
Pertanyaan pertama tentang osilasi massa  
tidak konstan telah dijawab oleh Rodigues dkk 
dalam papernya The Motion of Leaking Oscilator: 
a study of physic class. Dalam papernya 
didapatkan bahwa amplitudo (simpangan 
terjauh) dari sistem pegas berkurang seiring 
dengan berkurangnya massa pegas, dengan 
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demikian penggunaan persamaan sederhana 𝐹 =
𝑚𝑎 tidak dapat lagi digunakan. Bentuk 
persamaan gerak osilasi 1D massa berkurang ini 
dikembalikan lagi menjadi bentuk perubahan 
momentum terhadap waktu [4]. Penelitian yang 
dilakukan oleh Rodigues dkk dilanjutkan oleh 
Yulia Acu dengan sistem yang sama namun 
dengan metode Runge-Kutta. Hasil yang didapat 
pada penelitian Yulia Acu memberikan 
pendekatan yang baik bila disandingkan dengan 
hasil yang diperoleh secara analitik [5]. 
Penelitian yang dilakukan oleh Rodigues dkk 
dan Yulia Acu merupakan jawaban untuk 
pertanyaan pertama sekaligus menjadi jembatan 
untuk menjawab pertanyaan kedua tentang 
sistem pendulum elastik teredam. Pertanyaan 
kedua ini akan dijawab pada penelitian yang 
dilaporkan dalam artikel ini. Sistem yang ditinjau 
merupakan pendulum elastik teredam massa 
berkurang yang diselesaikan dengan metode 
komputasi numerik Runge-Kutta Orde 4, dengan 
hasil pola gerak dari sistem, ruang fase kecepatan 
terhadap posisi dari sistem, energi kinetik dan 
potensial sistem, serta pengaruh perubahan 
simpangan awal 𝜃0 dan 𝑟0 pada sistem. 
 
2. Metodologi 
Dari latar belakang telah dikatakan bahwa 
pendulum elastik merupakan gabungan dari dua 
sistem yaitu sistem pendulum dan sitem massa 
terkait dengan pegas, sehingga untuk 
menganalisis sistem pendulum elastik terlebih 
dahulu dianalisa sistem dari massa terkait 
dengan dengan pegas dan pendulum tak teredam 
agar didapat gambaran lebih baik dari hasil 
pendulum elastik teredam massa berkurang. 
Skema gambar dari masing-masing sistem massa 
terkait dengan pegas, pendulum tak teredam, 
pendulum elastik tak teredam dan pendulum 
elastik teredam massa berkurang ditampilkan 
pada Gambar 1,2,3, dan 4. 
 
Gambar 1. Skema massa terkait pegas 
 
Gambar 2. Skema pendulum tak teredam 
 
Gambar 3. Skema pendulum elastik tak teredam 
 
Gambar 4. Skema pendulum elastik teredam 
massa berkurang 
 
Persamaan gerak untuk sistem massa terkait 
pegas dan pendulum tak teredam masing-masing 
dituliskan pada persamaan (1) dan persamaan 
(2). 





𝑟 − 𝑔,   (1) 
Persamaan gerak pendulum tak teredam 
 
−𝑚𝑔 sin 𝜃 = 𝑚𝑙?̈?.   (2) 
 
Untuk persamaan pendulum elastik tak teredam 
dan pendulum elastik teredam massa berkurang 
dapat diperoleh dengan menggunakan metode 
Lagrange. Pertama-tama dituliskan terlebih 
dahulu persamaan energi kinetik dan potensial 
dari sistem 
 






𝑚((𝑙 + 𝑟)2?̇?2 + ?̇?2),       (3) 
𝑉 = −𝑚𝑔(𝑙 + 𝑟) 𝑐𝑜𝑠 𝜃 +
1
2
𝑘𝑟2.       (4) 
Selanjutnya persamaan Lagrange dibentuk 






𝑚((𝑙 + 𝑟)2?̇?2 + ?̇?2) 





Persamaan gerak pendulum elastik tak teredam 
dapat diperoleh dengan mensubtitusikan 
persamaan  (5) ke persamaan umum Lagrange. 
Subtitusi ini akan menghasilkan dua bentuk 
persamaan sebagai berikut [2] 
 



















Untuk mendapatkan persaman gerak pendulum 
elastik teredam massa berkurang, setelah 
persamaan (5) diperoleh selanjutnya persamaan 
disubtitusi ke bentuk umum persamaan 
Lagrange dengan disipasi redaman 𝐹 = −𝑏𝑣, 















Bentuk q kecil merupakan koordinat umum dari 
sistem, pada sistem pendulum elastik teredam 
massa berkurang digunakan dua koordinat q 
yaitu 𝜃 dan 𝑟. Masing-masing persamaan gerak 
dengan tinjauan dua koordinat ini menghasilkan 
 
𝑚?̈? = −?̇??̇? + 2𝑚?̇?2(𝑙 + 𝑟) + 𝑚𝑔 cos 𝜃
− 𝑘𝑟 − 𝑏, 





























Persamaan (1), (2), (6), (7), (8), dan (9) adalah 
persamaan yang diselesaikan secara numerik 
menggunakan metode Runge-Kutta Orde 4 [3]. 
Adapun input massa pada sistem adalah 0.5 kg 
dengan tambahan variasi massa 1 kg, 1.5 kg, dan 
2 kg untuk sistem pendulum elastik tak teredam. 
Simpangan  𝜃0 = 0.3 𝑟𝑎𝑑, 𝑟0 = 0.1 𝑚, konstanta 
pegas 𝑘 = 50 𝑁/𝑚, konstanta redaman 𝑏 = 0.5 
panjang awal pegas dan tali 𝑙 = 1𝑚. Sebagai 
variasi tambahan untuk sistem pendulum elastik 
teredam massa berkurang digunakan variasi 
sudut awal 𝜃0 = 0.4 𝑟𝑎𝑑, 𝜃0 = 0.5 𝑟𝑎𝑑, dan 𝜃0 =
0.6 𝑟𝑎𝑑 serta variasi simpangan awal 𝑟0 = 0.2 𝑚, 
𝑟0 = 0.3 𝑚, dan 𝑟0 = 0.4 𝑚. Persamaan 
pengurangan massa dari sistem pendulum 
elastik teredam massa berkurang merupakan 





dengan persamaan pengurangan massa terhadap 
waktu adalah 
𝑚 = (𝑚𝑤0 + 𝑚𝑏) − 𝑎𝑡, 
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3. Hasil dan Pembahasan 
Pembahasan pertama dimulai dari osilasi 
pegas satu dimensi yang ditampilkan pada 
(Gambar 5), (Gambar 6), dan (Gambar 7). 
 
 
Gambar 5. Osilasi y vs t pada massa terkait 
pegas. 
 
Gambar 6. Kecepatan benda pada arah y, 𝑘 =
50 𝑁/𝑚, 𝑚 = 0.5 𝑘𝑔 
 
Gambar 7. Ruang fase ?̇? 𝑣𝑠 𝑦, 𝑘 = 50 𝑁/𝑚 
Dari (Gambar 5) dapat dilihat bahwa massa yang 
terkait dengan pegas berosilasi pada simpangan 
perubahan r = 0.2 m, osilasi yang dilakukan oleh 
benda disebabkan oleh gaya pemulih yang timbul 
akibat pegas yang disimpangkan dari titik 
setimbangnya. Pada kasus massa terkait dengan 
pegas didapatkan hasil osilasi berupa fungsi 
sinusoidal, hal ini mengindikasikan bahwa osilasi 
sistem merupakan jenis osilasi yang harmonik. 
Informasi tentang sebaran kecepatan dari benda 
pada setiap titik simpangannya dapat diperoleh 
dari (Gambar7), pada gambar dapat terlihat 
bahwa kecepatan maksimal dari benda berada 
pada simpangan r = 0.2 m yang berarti bahwa 
simpangan ini merupakan posisi simpangan 
setimbang dari sistem. Hal ini disandarkan pada 
pernyataan bahwa kecepatan benda akan 
maksimal pada titik setimbangnya. Setelah 
sedikit membahas tentang gerak dari massa yang 
terkait dengan pegas selanjutnya yang dibahas 
adalah bentuk osilasi dari sistem pendulum tak 
teredam. Hasil komputasi dari sistem pendulum 
tak teredam ditampilkan pada (Gambar 8), 
(Gambar 9), (Gambar 10). 
 
 
Gambar 8. Pola gerak pendulum dalam ruang x,y 
 
Gambar 9. Osilasi pendulum x dan y terhadap 
waktu. 
 
Gambar 10. Osilasi sudut pendulum terhadap 
waktu 




Gambar 11. Ruang fase ?̇? vs 𝜃 
     
    Jika diperhatikan hasil komputasi yang 
diperoleh dari komputasi sistem pendulum tak 
teredam memiliki kemiripan dengan hasil massa 
terkait dengan pegas. Hal ini bukanlah suatu hal 
yang mengejutkan karena pada dasarnya gerak 
osilasi pada pendulum tak teredam merupakan 
superposisi dari dua keadaan osilasi benda x 
terhadap waktu dan y terhadap waktu. Bukti dari 
pernyataan ini ditampilkan pada (Gambar 9), 
yang dimana pada gambar ini dapat kita 
perhatikan bentuk pola osilasi yang ditampilkan 
pada (Gambar 8) dibentuk oleh gabungan titik 
koordinat x dan y yang bergantung pada waktu. 
Osilasi dari gerak pendulum tak teredam 
terhadap waktu juga dapat diwakilkan oleh satu 
bentuk osilasi saja, hal ini ditampilkan pada 
(Gambar 10) yang dimana tinjauan perubahan 
sudut terhadap waktu mewakili osilasi gerak dari 
sistem. 
    Setelah prinsip dari superposisi didapatkan 
selanjutnya akan dianalisa bentuk osilasi dari 
sistem pendulum elastik tak teredam. Perlu 
diingat kembali bahwa pada dasarnya pendulum 
elastik merupakan gabungan gerak dari massa 
terkait dengan pegas dan pendulum, sehingga 
selain berayun pada ruang x,y benda pada 
pendulum elastik juga akan berosilasi pada 
perubahan panjang pegasnya. Hasil dari bentuk 
osilasi ini ditampilkan pada (Gambar 12). 
 
Gambar 12. Plot pendulum 𝜃0 = 0.3 𝑟𝑎𝑑, 𝑟0 =
0.1 𝑚, 𝑚 = 0.5 𝑘𝑔 
Pada (Gambar 12) dapat terlihat bahwa selain 
benda berosilasi dengan pola lintasan 
menyerupai pendulum tak teredam ternyata 
benda juga membentuk suatu pola gerak jarring 
yang menyerupai pola Lissajous. Selanjutnya 
massa dari sistem pendulum elastik tak teredam 








Gambar 13. Plot 𝑥 𝑣𝑠 𝑦, (a) 𝑚 = 1 𝑘𝑔, (b) 𝑚 =
1.5 𝑘𝑔, (c) 𝑚 = 2.0 𝑘𝑔,  𝜃0 = 0.3 𝑟𝑎𝑑, 𝑟0 = 0.1 𝑚 
Dari (Gambar 13) dapat terlihat bahwa semakin 
besar massa yang digunakan maka pola gerak 
dari benda akan semakin renggang, namun 
simpangan terjauh pada arah y akan semakin 
besar, dari Gambar 13 didapat pula suatu 
indikasi bahwa pola gerak sistem pendulum 
PRISMA FISIKA, Vol. 9, No. 2 (2021), Hal. 117-124 ISSN : 2337-8204 
122 
 
elastik dengan konstanta pegas k = 50N/m 
memiliki respon yang cukup sensitif terhadap 
perubahan massa. 
   Setelah tiga sistem dari gerak osilasi dibahas 
didapat kan dua indikasi penting tentang 
superposisi keadaan dan sensitifitas pola gerak 
sistem pendulum elastik k = 50N/m terhadap 
perubahan massa. Kedua indikasi ini akan sangat 
membantu untuk memahami apa yang terjadi 
dengan pola gerak yang dihasilkan pada 
komputasi sistem pendulum elastik teredam 
massa berkurang (Gambar 15). Sebagai 
tambahan perlu diingat bahwa efek redaman dari 
sistem membawa sistem kekeadaan diam, 
dengan efek redaman ini dapat dikurangi bila 
massa sistem yang digunakan diperbesar. 
 
Gambar 14. Plot massa terhadap waktu 
 
Gambar 15. Plot 𝑥 𝑣𝑠 𝑦, 𝜃0 = 0.3 𝑟𝑎𝑑, 𝑟0 =
0.1 𝑚 
 
Dari (Gambar 14) dapat dilihat bahwa massa 
pada awalnya terdiri dari fluida dan wadah 
dengan total massa 2.0 kg, namun dengan seiring 
berjalannya waktu massa dari sistem berkurang 
hingga pada waktu 15 s seluruh fluida berkurang 
dan menyisakan massa wadah sebesar 0.5 kg. 
Dampak dari pengurangan massa dan efek 
redaman terhadap waktu mengakibatkan 
mengecilnya letak titik balik kecepatan  yang 
ditandai  dengan titik potong 0 rad/s yang 
mengerucut mendekati 0 rad dan titik 0 m/s 
(Gambar 16) dan perubahan panjang r (Gambar 
17) yang juga mengerucut pada nilai titik 
perpotongan 0.1m. 
 
Gambar 16. Plot ?̇? 𝑣𝑠 𝜃, 𝜃0 = 0.3 𝑟𝑎𝑑, 𝑟0 =
0.1 𝑚 
 




Gambar 18. Plot energi kinetik vs t 
 
Gambar 19. Plot energi potensial vs t 
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Setelah pola gerak dari sistem pendulum elastik 
teredam massa berkurang dapat diperoleh, 
selanjutnya divariasikan sudut awal dan 
simpangan awal r pada sistem. Untuk variasi 
yang dilakukan pada perubahan susdut awal 
ditampilkan pada (Gambar 20) dan variasi 
terhadap perubahan perubahan r ditampilkan 







Gambar 20. Plot 𝑥 𝑣𝑠 𝑡, (a) 𝜃0 = 0.4 𝑟𝑎𝑑, (b) 








Gambar 21. Plot 𝑥 𝑣𝑠 𝑦, (a) 𝜃0 = 0.4 𝑟𝑎𝑑, (b) 
𝜃0 = 0.5 𝑟𝑎𝑑, (c) 𝜃0 = 0.6 𝑟𝑎𝑑 
 
(Gambar 20) dan (Gambar 21) menunjukan 
bahwa sistem pendulum teredam massa 
berkurang lebih sensitif terhadap perubahan 
panjang pegas ketimbang perubahan susut awal, 
hal ini dapat diperhatikan ketika sudut awal 
disimpangkan dengan variasi pertambahan 0.1 
rad pola gerak dari sistem tidak berubah terlalu 
banyak. Namun ketika panjang pegas awal 
divariasikan dapat terlihat bahwa pola gerak 
sistem menjadi lebih rapat seiring dengan 
bertambahnya variasi r. Hal ini mengindikasikan 
bahwa sistem pendulum elastik massa berubah 
dengan k = 50 N/m cukup sensitif terhadap 
pertambahan r. 
    Dari pernyataan tentang sensitifnya sistem 
terhadap perubahan panajang r maka dapat 
diambil suatu kesimpulan, jika pegas yang 
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digunakan tidak mudah berubah (pegas 
berkonstanta besar) maka bentuk osilasi dari 
sistem pendulum elastik teredam massa 
berkurang akan menyerupai pola osilasi 
pendulum teredam biasa. Bukti dari pernyataan 
ini dapat diperoleh dari (Gambar 22) sebagai 
hasil dari komputasi sistem dengan k = 5000 
N/m, dari gambar dapat terlihat bahwa pola 
gerak pendulum elastik ternyata memang 
menyerupai pola gerak dari pendulum teredam 
biasa. Hal ini dapat menjadi Brenchmark untuk 
sistem pendulum elastik teredam massa 
berkurang. 
 
Gambar 22. Plot 𝑥 𝑣𝑠 𝑦, 𝑟0 = 0.3 𝑚, 𝜃0 =
0.3 𝑟𝑎𝑑, 𝑘 = 5000 𝑁/𝑚 
 
4. Kesimpulan 
Berdasarkan hasil penelitian yang telah 
dilakukan didapatkan kesimpulan bahwa, dua 
jenis osilasi atau lebih dari sutu sistem dapat 
membentuk suatu pola osilasi yang baru 
(superposisi keadaan). Sistem dari pendulum 
elastik teredam massa berkurang memiliki 
sensitifitas terhadap pertambahan panjang 
pegas, yang dimana apabila pegas diganti dengan 
konstanta yang besar pengaruh dari sensitifitas 
ini dapat dihilangkan karena besarnya konstanta 
mempengaruhi mudah tidaknya pegas itu 
disimpangkan. Selain itu efek redaman pada 
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